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HANDOUT

Szemantikai értékrés Cantor édenkertjének égboltjan - avagy mi az, amit
megmentett Hilbert?

C: Geier Janos, 2009.09.18-23

Ld. még: http://www.geier.hu/Cantor/Cantor_rovid.htm
Az eredeti kissé kiegészitve €s sajtohibak javitva. 2009.10.06

Minden jog fenntartva. Ez az iras a szerzd irdasbeli beleegyezése nélkiil nem masolhato,
nem sokszorosithato, nem terjesztheto, sem részben, sem egészben.
Az oldal linkelheto.
Idézés esetén az irodalmi hivatkozadsok szabdlyainak betartdasa szigoru kovetelmeény.

Ez az iras a Ruzsa Imre emlékkonferencian (http./phil.elte.hu/ruzsaconf/ ) 2009.09.18.-an elhangzott 20 perces

eléaddasom (+10 perc hozzaszolas), valamint az 5 nappal késobbi_Filozdfiai Szemindtriumon ( http://phil.elte.hu/tpf )
2009.09.23.-an elhangzott 1 oras (tfél ora diszkusszio) eléaddasom alkalmaval kiosztott Handout sz6vegével azonos,
eltekintve néhany sajtohiba javitdsatol.

A Filozofiai Szemindriumra bekiildétt absztraktot itt http://phil.elte.hu/tpf/2009-2010/September/#5 taldlod.

A Cantor tétel

Tétel: (Cantor hatvanyhalmaz tétele) Tetszéleges nemiires M halmaz nem ekvivalens a H=2M
hatvanyhalmazaval.

Bizonyitds: (a jo0l ismert tankonyvi verziok rekonstrukcidja)
Tegyiik fel indirekte, hogy M ekvivalens H-val, azaz, hogy
(D létezik B: M — H bijektiv leképezés.

Tekintsiik a H hatvanyhalmaznak azt a T elemét, melynek pontosan azok az M halmazbeli x elemek elemei,
melyekhez rendelt B(x) halmaz nem tartalmazza elemként x-et, azaz TUH tegyen eleget a

2) UxM [xUT « = xUB(x)]

kovetelménynek (= az 'ekvivalencia' logikai miiveletet, = a 'negacid' logikai miiveletet jeloli.
< = helyett a ’kizar6 vagy’ U jelet is hasznalhatjuk itt.)

Az (1) feltétel miatt létezik 1 =B™(T), azaz

3) OOT [B(r) =T].

A (2) és (3) kétszeri felhasznalasaval kapjuk:

4) ha [¢JT] akkor [¢[1B(?)] azaz [¢[1T], és ha [¢[JT] akkor [tLIB(?)] azaz [¢(IT].
Ez ellentmondas, amivel

™) cafoltuk a kiindul6 (1) indirekt feltételezésiinket.

QED.

Erre a tovabbiakban *Cantor levezetés’ elnevezéssel hivatkozunk.

% % %

Allitds: Ez a levezetés hibas, nem bizonyitja a konkliizionak szant allitast, azaz (1) tagadasat. A hiba
Iényege: nem bizonyitott, hogy a (2) kdvetelményt kielégitdé T halmaz sziikségképpen létezik. S6t ennek
forditottja igaz: amikor a levezetés soran eljutunk (2) -ig, mar ott bizonyithaté (anélkiil, hogy hivatkoznank
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a levezetés folytatasara!), hogy az (1) feltétel fennallasa mellett a (2) kdvetelményt kielégité TLIH nem
létezik. Emiatt a (3) és a (4) -ben 1év6 kifejezések értelmezhetetlenck, ezért a levezetésben nem lehet eljutni
a (4) ellentmondas kimutatdsaig.

A kovetkezokben’[I” a ’kizard vagy’ logikai mivelet jele, ’[T a formulahelyettesités metanyelvi jele.
Definicié: Legyen U 0V és R az (U,V) paron értelmezett relacio. Az R relaciobol szarmaztatott
diagonalizacios tulajdonsagot a kdvetkezd formulaval definidlom:

D(v) O OxOU [R(x,x) O R(x,v)], vOV.

Tétel (Diagonalizacids tétel): Legyen U=V. Akkor az R-bdl szdrmaztatott diagonalizaciods tulajdonsag
kielégithetetlen a V halmazon, azaz tetszéleges vL1V-re D(v) = h, azaz [IvJV [- D(v)].

Biz: Legyen e[V tetszbleges rogzitett elem. A ®.(x) O[R(x,x) O R(x,e)] kifejezésben elvégezve ax = e
helyettesitést, a "kizard vagy’ logikai miivelet igazsagtablazata alapjan kapjuk, hogy ®.(e) =h. Tehat
1étezik olyan x(1V, melyre ®.(x)=h, ezért hamis (h) az az allitas, hogy ®.(x) minden x[IV-re i, azaz [[Ix[OV
®D.(x) ] =h, azaz D(e) = h.

Mivel e-t tetszélegesen valasztottuk, ezzel a tételt bebizonyitottuk. QED.

Megjegyzés: Ez nem indirekt bizonyitas.
Tétel 2: A

(17) [ létezik B: M — H bijektiv leképezés |

feltétel fennalldasakor nem létezik a (2) kovetelménynek eleget tévé T 1 H
azaz nem létezik olyan TUH , melyre

(2 Ox OM [xOT O xOB(x)]

Bizonyitds:

Egyelore hasznaljunk ki annyit, hogy B injektiv és jeloljiik B képterét K -val, K UH.
Bevezetve a X=B(x) jelolést (ahol x [IM), (2) ezzel ekvivalens:

(5) 0 XOK [B'(X)OT O B (X)UX]; TOH .

Definialjuk az R(X,Y) relaciot igy:

(6) RX,Y)OB'(X)OY]; XOK,YOH.

Ezt felhasznalva (5) ezzel ekvivalens:

(7) 0 XOK [R(X,T) OR(X,X)]; TOH.

Lathato, hogy (7) nem mas, mint a (6)-ban definialt R relaciébdl szarmaztatott D(T) diagonalizacios
tulajdonsag és ez ekvivalens (2) —vel.

Az (1) feltétel azzal ekvivalens, hogy 1étezik olyan injektiv B: M — H leképezés, mely egyben sziirjektiv is,
azaz K=H. Ez megfelel a Diagonalizacios tétel U=V feltételének, igy a Diagonalizacios tétel
alkalmazasaval kapjuk, hogy minden TUH -ra D(T) = h.

Tehat (1) fenndllasakor nem létezik a (2) kévetelménynek eleget tévé TLJH. QED.

Kovetkezmény: A Cantor levezetése elakad a (2) pontnal, mivel azon til egy addigra bizonyitottan nem
létez6 T objektumra hivatkozik. Azt, hogy ilyen T nincs, a kiindul6 indirekt feltételekre tamaszkodva, de a
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(2) ponton tuli folytatastol fliggetlen, 6nallé gondolatmenettel vezettem le. Mivel a Cantor levezetés az
ellentmondas kimutatasa elétt elakad, ezért ez egy hibas levezetés.

Kapcsolat a ZFC részhalmaz axiéma sémajaval. Wolfram szerint (eredeti betijelek kissé atalakitva):
IMOp I x (x0T « xOM & ¢ (x5p)))

azaz: ha ¢ egy tulajdonsag (p paraméterrel), akkor tetszéleges M halmaz és p paraméter esetén létezik az a

T={xOM| ¢(x;p) } halmaz, mely az M halmaznak pontosan azokat az x elemeit tartalmazza, melyeknek

rendelkeznek a ¢ tulajdonsaggal.

Alkalmazas a Cantor levezetésre. Legyen: p (OB, (B az (1) szerinti) és ¢ (x;p) O - (x 0 B(x))

akkor OMOBOIx (x0T « xOM & - (x OB(x)))

Azaz e konkrét axioma azt allitja, hogy tetsz6leges M halmaz és bijektiv B: M — H leképezés esetén 1étezik
a H hatvanyhalmaznak az a T eleme, melyre

(**) OxOM xOT = = (x OB(®X))).

A (**) azonos a (2) kovetelménnyel. Tehat a ZFC részhalmaz axioma sémaja alapjan egy olyan konkrét
axiomat allitottunk eld, mely pontosan az ellenkezojét allitja annak, amit a Diagonalizacids tétel
alkalmazasa allit a Cantor levezetésre (1d. Tétel 2). Ez ellentmondas, amibél ugy (is) ki lehet keriilni, hogy
tagadjuk a B bijektivitasat. Ezzel a formalis segédlettel tehat a Cantor hatvanyhalmaz tétel a ZFC-ben
bizonyithat6. Ez elgondolkodtato!

C: Geier Janos, www.geier.hu, janos@geier.hu

Minden jog fenntartva
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